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Die Suche nach Invarianten und Harmonien im Bereich
symbolischer Formen

Wolfgang Wildgen

1 Invariantentheorie und symbolische Formen

Die nicht-Euklidische Geometrie und Kleins Invarianten- und Gruppentheo-
rie haben Cassirer bereits 1896 als Student in Marburg fasziniert (vgl. Ihmig
2003: 233f.). Seine erste große erkenntnistheoretische Schrift Substanzbegriff
und Funktionsbegriff von 1910 setzt sich mit Poncelet’s Projektiver Geome-
trie (1865) und Kleins Invarianten- und Gruppentheorie, dem sogenannten
Erlanger Programm von 1872 auseinander. In der schwedischen Emigration
hat er 1936/37 ein Manuskript geschrieben: Die Invarianten der Wahrneh-
mung und des Begriffs, das 1999 aus dem Nachlass publiziert wurde. Eine Se-
rie von Aufsätzen 1938 (in Französisch), 1944 (in Englisch), 1945 (am Mor-
gen seines Todestages vervollständigt) ist ebenfalls diesem Thema, dem Zu-
sammenhang zwischen mathematischer Gruppentheorie und Wahrnehmungs-
theorie (indirekt Begriffstheorie und Philosophie symbolischer Formen) ge-
widmet. In der Kontinuität der Beschäftigung Cassirers mit diesem Thema
von 1896 bis 1945 zeigt sich, dass diese Frage einen Angelpunkt seiner Er-
kenntnis- und auch Sprach- bzw. Begriffs-Theorie darstellt.

Wenn das platonische Erkenntnisprogramm in seiner Ausformung bis Eu-
klid und Archimedes die Basis der Wissenschaften der letzten beiden Jahr-
tausende und die Geometrie die “Wissenschaft des immer Seienden” war, so
wird mit den nicht-Euklidischen Geometrien eine Wende, eine Relativierung
dieses Anspruches vollzogen. Sie erreicht im Erlanger Programm von Felix
Klein, insbesondere in dessen Gruppentheorie, einen ersten Höhepunkt.

Demnach befasst sich die metrisch-Euklidische Geometrie “nur mit sol-
chen Eigenschaften der räumlichen Gebilde, die unabhängig sind von der
Stelle im Raum, die sie einnehmen, sowie der absoluten Größe der Gebil-
de” (Cassirer 1937: 126). Weiterhin schreibt er (ibd., 128):

Der projektiven Geometrie liegt eine umfassendere Gruppe als der metrisch-
Euklidischen zu Grunde, indem hier zu den ähnlichen Abbildungen im ge-
wöhnlichen Sinne noch die Parallel- bzw. Zentralprojektionen aufgenommen
werden und alle Transformationen, welche sich aus solchen zusammensetzen.
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Dies bedeutet, dass je nach Wahl der Gruppe erlaubter Transformationen
neue Invarianzen und andere geometrische Eigenschaften geschaffen werden.
Gleichzeitig löst man sich dabei im Gegensatz zum antiken Denken von der
“anschaulichen Bestimmtheit der reinen Formen” (ibd., 129).

Nun fußen aber alle Anwendungen seit der Antike1 genau auf dieser An-
schaulichkeit der Bezugsformen, und es war eine schwerwiegende Entschei-
dung, als Kepler, der 1596 noch ein platonisch reines Konstrukt des Plane-
tensystems publiziert hatte, durch die genauen Messungen Tycho Brahes ge-
zwungen, widerwillig die Mars-Bahn als Ellipse (nicht mit der “ewig stabi-
len” Figur des Kreises) beschrieb (vgl. dazu die starre, reguläre Konstruktion
in seiner frühen Schrift “Mysterium cosmographicum” von 1596, siehe Ab-
bildung 1).

Abbildung 1: Keplers platonischer Entwurf eines kopernikanischen Weltsystems; die
durch die verschachtelten platonischen Körper definierten Abstände
stimmten innerhalb der Messgenauigkeit von 1596 mit den mittleren
Abständen zwischen den Planetenbahnen überein

In seinen Aufsätzen zwischen 1938 und 1945 versucht Cassirer, den An-
satz der Gruppentheorie auf die Wahrnehmungstheorie, insbesondere das Phä-
nomen der Wahrnehmungskonstanz (das schon 1886 von Ernst Mach thema-

1. Siehe z.B. für die Bedeutung der Praktischen Geometrie des 15. und 16. Jahrhunderts:
Wildgen (1998: 87ff.)
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tisiert worden ist) und der Transponierbarkeit musikalischer Gestalten (zen-
trales Beispiel für die Gestaltqualitäten bei von Ehrenfels) zu übertragen.
Denn eigentlich ist jede Abstraktion in der Wahrnehmung und in der Be-
griffsbildung so etwas wie eine Invariantenbildung. Es entsteht dabei jedoch
ein Problem/Dilemma, das die platonische Tradition nicht kannte. Da es eine
Vielzahl von Geometrien gibt und da die jeweilige Abstraktionstiefe von einer
metrischen, einer projektiven bis hin zu einer topologischen Betrachtung zur
Wahl steht, muss im Anwendungsfall eine Entscheidung über die jeweils na-
he liegende Geometrie getroffen werden. Eventuell sind, wie dies Helmholz
für die Wahrnehmung des Raumes gezeigt hat, eine Vielzahl von Geometrien
je nach Distanz des Wahrgenommenen anzunehmen, sowie Übergangszonen
zwischen diesen. Prinzipiell kann man außerdem anzweifeln, ob die mathe-
matische Abstraktionshierarchie überhaupt alle notwendigen Wahlmöglich-
keiten enthält, die in der Wahrnehmung und Begriffsbildung auftreten kön-
nen. Dies kann schließlich zu einer Ablehnung aller formalen Vorgaben bei
der phänomenologischen Analyse von Gesetzmäßigkeiten führen, wie sie La-
koff (1987) programmatisch für sein “experiental realism” vertritt – vgl. die
Kritik in Wildgen (1994, Kap. 5).

Ich sehe darin allerdings eher ein empirisches als ein grundsätzliches Pro-
blem. Die geometrische Denktradition seit 2500 Jahren (Pythagoras, Platon,
Euklid, Leibniz, Poincaré) ist nicht durch Ad-hoc-Modellkonzepte entwert-
bar. Bei Lakoff ist deutlich beobachtbar, dass er mit seiner assoziativen Meta-
pherntheorie in eine Theoretisierungsstufe vor Mach und von Ehrenfels, d.h.
in die Assoziationspsychologie und letztlich auf den Stand der Diskussion
bei Berkeley und Hume zurückfällt. Cassirer (1945/79: 285) beschreibt deren
Position wie folgt:

Sense perception is nothing but an aggregate or conglomerate of isolated sen-
se data – colors, sounds, tactile, kinaesthetic data held together by the laws of
association – association of similarity or contiguity in space and time.

Lakoffs Semantik auf der Basis von Metapher und Metonymie ist so gese-
hen nur eine Neuauflage psychologischer Theoriekonzepte vor 1850, insofern
sie die Bedeutungen als lediglich durch Ähnlichkeit und räumlich organisa-
torische Nähe verbunden sieht.

Es bleibt demnach die Aufgabe ungelöst, wie die Invarianz (im Sinne von
Kleins Erlanger Programm) im Falle sprachlicher Strukturen aussehen könn-
te. Einen ersten Hinweis enthält bereits Bühlers Sprachtheorie, die Cassirer
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(1937: 100, Fn. 1) zitiert. Die Wahrnehmung der “Hördinge” – unabhängig
von ihrer “perspektivischen Lautheitsschrumpfung” – ist “im Sprechverkehr
von grundlegender Bedeutung” (ibd.). Sie kann eine Komponente in der Evo-
lution der Sprache gewesen sein, insofern die akustische Wahrnehmung in
Stadium der Australopithicinen überlebenswichtig zur Ortung von Fressfein-
den war und eventuell später zur sozialen Kommunikation refunktionalisiert
wurde – vgl. Calvin & Bickerton (2000) sowie Wildgen (2004).

Ziemlich nahe kam dem Erlanger Programm die Transformationstheorie
von Harris (1957) und zumindest in seiner frühen Ausprägung die seines
Schülers Chomsky. Wenn die Sätze einer Sprache durch eine Menge von
Kernsätzen (als Invarianten der Syntax) und von Transformationen, die al-
le Sätze aus diesen Kernsätzen erzeugen, beschrieben werden könnten, dann
läge eine erfolgreiche Anwendung der Invariantentheorie vor, d.h. die Kern-
sätze wären die Invarianten einer Gruppe von Transformationen.2 Im folgen-
den Abschnitt will ich diese Denkrichtung anhand der Arbeiten von Leyton
und der Kritik Leytons am Erlanger Programm in Leyton (2001) in ihren
grundsätzlichen Konsequenzen bewerten. Einerseits führt Leyton die gene-
rative Grundidee radikaler aus als Harris und Chomsky, andererseits schlägt
er eine grundsätzliche Modifikation oder gar Umkehrung des Erlanger Pro-
gramms vor.

2 Leytons “generative Geometrie” der Kognition und seine Kritik
des Erlanger Programms

Michael Leyton hat seit 1974 mathematische Wahrnehmungstheorien ent-
wickelt, 1986 publizierte er einen langen Artikel “Principles of Information
Structure Common to Six Levels of the Human Cognitive System” (Leyton
1986). Die fünfte Ebene erfasst grammatische Strukturen in enger Anlehnung
an die vorherige Modellierung der Wahrnehmung: dabei spielen Symme-
trieeigenschaften, Transformationsgruppen und Stabilität eine zentrale Rol-
le. Mit der aus der mathematischen Wahrnehmungstheorie auf geometrischer

2. Chomsky verweist zwar indirekt auf Husserl (in Chomsky, 1981: 16), dessen Denken
wesentlich von der Entwicklung der Mathematik im letzten Viertel des 19. Jahrhunderts
beeinflusst war; einen Bezug Chomskys auf Felix Klein oder das Erlanger Programm
konnte ich aber nicht finden. Es erscheint aber offensichtlich, dass sowohl der Begriff der
“translation” bei Tesnière als auch die frühen Transformations-Konzepte bei Harris und
Chomsky im Geiste des Erlanger Programms verfasst sind.
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Basis entwickelten Modellstruktur reformuliert Leyton dann Chomskys Trans-
formationshypothesen. In seinem neuesten Buch A Generative Theory of Sha-
pe (2001) greift Leyton auf der Basis der Ausführungen in Leyton (1992)
Symmetry, Causality, Mind direkt das Erlanger Programm von Felix Klein
(1872) an. Da diese Fundamentalkritik am Begriff der Invarianz und der Sym-
metrie ansetzt, will ich einige Aspekte diskutieren. Für Leyton ist die Infor-
mation einer visuellen Gestalt aber auch eines Satzes durch das “Gedächtnis”
seiner Umformung aus einer neutralen (informationslosen) Basis-Struktur ge-
kennzeichnet. Der Informationsgehalt korreliert also mit dem Ausmaß der
Deformation oder der Länge des Deformationsweges. Er stellt die Geome-
trie seiner Theorie der von Klein entgegen (Leyton 2001: 495f.). Das zentrale
Unterscheidungsmerkmal ist der Bezug zum Gedächtnis:

GENERATIVE GEOMETRY: A geometric object is one from which the
transformations are recoverable; i.e. a geometric object is a memory store.

Die programmatische Opposition zwischen Klein (1872) und Leyton (2001)
kann uns nach der Diskussion Cassirers nicht mehr täuschen. Es geht nicht
darum, ein geometrisches (mathematisches) System gnadenlos auf einen em-
pirischen Phänomenbereich anzuwenden, da die Geometrie seit dem Auf-
kommen der nicht-Euklidischen Geometrien nur noch als Auswahltafel an-
zusehen ist und die Hybridität der Anwendung seit Helmholz vorgezeich-
net ist.3 Immerhin enthält Leytons Werk eine neue Idee. Die Idealtypen der
Klein’schen Geometrie-Welt sind nur archetypische Bezugspunkte. Was wir
in den Phänomenen vorfinden können, sind nicht diese Archetypen, sondern
deren Deformationen, und diese sind bedeutungstragender als die Archetypen
selbst, die als beliebig in vielfältigen Umformungen realisierbare Gestalten
fast bedeutungslos sind.4 In seiner Zusammenfassung “Against the Erlangen
Program” (vgl. Leyton 2001: 526ff.) benennt Leyton wichtige Unterschiede,
von denen ich nur einige nennen und kommentieren möchte:

3. Leyton, der 1986 in Yale, also in der Nähe zum M.I.T., arbeitete, akzeptiert im Prinzip
Chomskys Theorie-Bildungs-Politik, die den Galileischen Stil der Physik zum Vorbild
nimmt. In Chomsky (1981: 17) wird dieser Stil nach Husserl durch die folgende Fra-
ge charakterisiert: “Können wir hoffen, unter die Oberfläche zu gelangen, wenn wir uns
bereit erklären, vielleicht weitreichende Idealisierungen vorzunehmen und abstrakte Mo-
delle zu erstellen, die als aufschlussreicher angesehen werden als die alltägliche Welt der
Sinneseindrücke . . . ?”

4. Eine vollständige Bedeutungslosigkeit würde zu einer Aporie führen, denn wie sollte
dann das Entstehen, Sich-Entfalten von Bedeutung erklärt werden.
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Tabelle 1: Einige der Unterschiede zwischen Kleins und Leytons Geometrie (vgl.
Leyton 2001: 526ff.).

Kleins Erlanger Programm Leytons generative Geometrie

Kein Gedächtnis Gedächtnis
Keine Spuren der Transformationen Spuren der Transformationen
Ideal der Symmetrie Symmetriebruch
Eine definierende Transformationsgruppe Verschiedene Transformations-

gruppen auf mehreren Ebenen
Vorherrschende Transitivität der Begrenzte Transitivität der

Operationen Operationen

Bezogen auf sprachliche Formen könnte man die Hypothese wagen, dass
es eine Ebene sehr stabiler, invarianter, symmetrischer Formen geben mag,
die eine Krypto-Struktur für alle sprachlichen Formen darstellen. Diese Basis-
Strukturen wären bedeutungslos, formal, und extrem einfach und damit mög-
liche Kandidaten für eine angeborene Struktur, da nur einfachste Muster,
die keine sensorisch/motorisch fundierten Inhalte aufweisen, vererbt werden
können (vgl. zum Problem der angeborenen Auslöser Lorenz, 1978). Alle
bedeutungstragenden und funktionsbeladenen Strukturen müssten aus die-
sen einfachsten Formen generiert werden. Sie erhielten ihre Funktion und
Bedeutung erst im Transformationsprozess, womit dieser zum Bedeutungs-
generator würde. Man kann diese Basis deshalb nicht mehr wie Chomsky
eine “Universalgrammatik” nennen; angemessener wäre es, von einer “Uni-
versalmorphologie” symbolischer Formen (etwa im Sinne Goethes oder René
Thoms) zu sprechen (vgl. Wildgen 1983). Die jeweiligen, in Einzelsprachen
vorfindlichen Formen wären bedeutungsgenerierende Deformationen dieser
Grundmuster. Wenn diese Transformationen, wie Leyton behauptet, rekur-
siv, komplex, auf mehreren Ebenen ablaufend und begrenzt transitiv sind, ist
die Rekonstruktion der Invarianten anhand der Deformationsprodukte nur in
Sonderfällen und unter Unsicherheit möglich. Ein Sonderfall minimaler und
extrem optimierter Formen stellen die einfachsten valenz-abhängigen Satz-
muster (in einer anderen Terminologie: die Tiefenkasus-Konfigurationen) dar.
In der katastrophentheoretischen Semantik wird eine damit vergleichbare Hy-
pothese präzisiert. Es ist dabei kein historischer Zufall, dass die Elementar-
Katastrophen mathematisch in engem Zusammenhang mit Platons regulä-
ren Vielecken und Körpern und den Invarianten Kleins stehen (vgl. Slodovy
1988).
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Da die Transformationen, die Leyton annimmt, empirisch auf ein Laby-
rinth evolutionärer, historischer und pragmatischer Prozesse verweisen, in de-
nen die (angeborene) Basis bis zur Unkenntlichkeit verwandelt wird, ist die
empirische Prüfung einer solchen Konstruktion extrem schwierig. Die Stra-
tegie der katastrophentheoretischen Semantik, das System nicht global zu be-
schreiben, sondern nur Singularitäten, d.h. lokale Strukturbildungen zu er-
fassen, erweist sich in diesem Kontext als realistischer als die hypothetische
Rekonstruktion des gesamtem Maschinerie als generatives System.5

3 Harmonie in symbolischen Formen

Das Thema der Harmonie steht seit den musikalischen Theorien des legen-
dären Pythagoras im Zentrum der mathematischen Modellbildung. Kepler
versuchte, etwa das Weltall als Harmonie, im Sinne des Platonismus zu ver-
stehen. Erst die Analysis situs (der Differential-Kalkül) erlaubte jedoch Euler,
D’Alembert, Lagrange eine mathematische Theorie der Musik zu entwickeln;
ähnliche Gleichungen wurden dann auf Wellen im Wasser und schließlich auf
elektromagnetische Wellen (Maxwell) angewandt (vgl. Stewart 1990: 36ff.).
Der harmonische Oszillator, im einfachsten Fall ein Federpendel, der um den
Ruhepunkt schwingt, zeigt das Grundprinzip gedämpfter Schwingung. Eine
höhere Form der Harmonie, also jenseits periodisch abklingender Schwin-
gungen, wird sichtbar, wenn zwei Oszillatoren, oder genereller, zwei oder
mehrere dynamische Systeme gekoppelt werden. In Haken (1996) werden
z.B. gekoppelte Bewegungen von zwei Fingern (einer der rechten und einer
der linken Hand) oder der Beinbewegungen von Vierfüßlern (Kamelen, Och-
sen, Pferde, Geparden) mathematisch beschrieben. Charakteristisch sind sta-
bil koordinierte Phasen; beim Pferd etwa Schritt, Trab, Galopp. Haken nennt
Prozesse der Koordination verschiedener dynamischer Systeme synergetisch,
die dazu gehörige wissenschaftliche Disziplin nennt er Synergetik (Lehre des
Zusammenwirkens).

5. Wie im Falle Keplers, wird der entscheidende Schritt die Gewinnung empirischer Daten
zur Evaluation dieser Hypothese sein. Kepler hat erst anhand der Daten Tycho Brahes
zur Marsbahn seine entscheidenden neuen Einsichten in der Astronomie gewonnen. Ent-
sprechend können erst Messungen komplexer kognitiver Leistungen des menschlichen
Gehirns, die genaue Untersuchung der Dynamik im Erwerb und im Wandel der Sprache
die Hypothesen Thoms oder Leytons definitiv evaluieren; vorher sind nur Plausibilitäts-
schätzungen möglich.
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Bei symbolischen Formen sind natürlich die rhythmischen und harmoni-
schen Muster für die Musik charakteristisch, auch die Farben eines Bildes
oder dessen figürliche Komponenten können harmonisch koordiniert sein;
der goldene Schnitt ergibt ein harmonisches Verhältnis von Strecken und
Flächen. In der Sprache erzeugen Vokale oder Konsonanten derselben Ar-
tikulationsorte (Vokale: vorne – hinten; Konsonanten: palatal – velar) eine
Harmonie-Wirkung, durch die Phänomene der Assimilation, Dissimilation,
der Vokalharmonie oder des Umlautes erklärt werden können. In der Poesie
sind Stabreim, Endreim, Parallelismen künstliche und damit zusätzliche Har-
monien, die einem Text poetische Qualität verleihen können. Dennoch sind
formal ausgearbeitete Harmonie-Modelle in der Sprachwissenschaft eher sel-
ten. Dies hängt wohl damit zusammen, dass die Harmonie nicht nur (minde-
stens) zwei Subsysteme, zwischen denen Harmonie herrscht, voraussetzt, es
wird auch eine Oszillation, ein zyklischer Prozess in beiden Systemen vor-
aussetzt, der bei geeigneter Koordination zur Resonanz gebracht wird, eine
harmonische Koppelung erreicht. Solche Prozesse sind in der Sprache sel-
tener als in der Musik, und es wäre eine spannende Frage, weshalb dies so
ist.

Ein einfaches technisches Modell der Harmonie ist ein Regelkreis, wie
wir ihn beim Suchen eines Radiosenders benutzen. Die charakteristischen
Einstellungen des Kondensators und/oder des Widerstandes werden so lange
verändert, bis Regelkreis und Sender in ihrer Frequenz zueinander passen,
in Harmonie sind. In gewisser Weise kann man diesen Vorgang auf das Ge-
hirn als neuronales System übertragen: Verbände von Hebb-Synapsen wer-
den auf Input-Eigenschaften abgestimmt, extrahieren damit Invarianzen des
Inputs. Liegt eine Population von auf diese Weise auf externe Inputs abge-
stimmter neuronaler Subsysteme vor, können diese Verbände wiederum in-
teragieren, wobei eine interne Harmonie entsteht, die in gewisser Weise Re-
präsentationen erster, zweiter, . . . , n-ter Ordnung schafft. Diese Grundidee
wurde in der sogenannten “harmony theory” von Smolensky (1986) mathe-
matisch ausgeführt und ergab das Programm des subsymbolischen Computer-
Paradigmas, auch Konnexionismus oder Theorie neuronaler Netze genannt.
Hier werden physikalische Systeme, d.h. im Computer programmierte Net-
ze, in Harmonie zu einem Input gebracht und damit kann ein Lernvorgang
simuliert werden. Die Harmonie wird durch eine statistische Anpassung von
Netzverbindungen “gefunden”. Da das subsymbolische Paradigma auch auf
die Erzeugung grammatischer Strukturen angewandt wird, erhält der so prä-
zisierte Harmonie-Begriff eine wichtige Funktion für die Modellierung des
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Aufbaus, der Nutzung, Stabilisierung und Veränderung sprachlicher Kompe-
tenzen.

Zusammenfassend kann man sagen, dass Harmonie im Kern die stabile
Koordination mehrerer (eigentlich unabhängiger) Systeme betrifft. Sie schafft
damit eine stabile Ordnung höheren Grades. Symmetrieeigenschaften und
Kleinsche Transformationsgruppen bilden ideale Voraussetzung für die Er-
zeugung einer Harmonie zwischen gekoppelten Systemen, da sie diese ver-
einfachen und ihre Freiheitsgrade reduzieren.
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