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Eine Aussage ist das, was durch einen
Aussagesatz ausgedrlckt wird, wenn wir
damit eine Feststellung Uber einen Sach-
verhalt treffen.
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Der nachste Satz driickt ebenfalls eine Aussage aus:

Peter liebt Maria, aber sie verabscheut ihn.
Sie ist jedoch aus zwei einfacheren Aussagen zusammen-
gesetzt, die wiedergegeben werden kénnen durch:

a. Peter liebt Maria.

b. Maria verabscheut Peter.
Man nennt solche komplexen Aussagen Aussagenver-
bindungen. Die Verknlipfung geschieht hier alltagssprach-
lich durch das Wort aber (in der Bedeutung 'und'). Dabei
wird angenommen, daR die Wahrheit der Aussagenver-
bindung sich aus der Wahrheit der elementaren Aussagen
"berechnen” 1af3t.
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Die ist ein Zweig der formalen
Logik, der die Beziehungen zwischen
und untersucht.
Aussagen sind abstrakte Begriffe, die auch
genannt werden und in der
Alltagssprache durch Satze ausgedriickt werden.
Dabei kommt es in der Aussagenlogik nicht auf
den konkreten Inhalt der Aussagen an, sondern
nur auf die Entscheidbarkeit, ob eine Aussage
oder ist.
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Die folgenden Satze driicken zwei verschiedene Aus-
sagen aus, wovon die erste wahr und die zweite falsch ist.
a. Der Mars ist ein Planet.
b. Der Mond ist ein Planet.

Die nachsten beiden Séatze driicken die gleiche Aussage
aus:

a. Columbus entdeckte Amerika

b. Amerika wurde von Columbus entdeckt
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Ini der formalen Logik werden Aussagen und
Aussagenverbindungen  durch  eine
ausgedrtickt.

Wie bei naturlichen Sprachen unterscheidet man
auch bei formalen Sprachen zwischen der
und der von Ausdricken.

Die Syntax einer Sprache legt durch Regeln fest, wie
die Ausdriicke der Sprache gebildet werden kdnnen.
Die Semantik legt die Bedeutung oder Funktion der
Ausdruicke fest.
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Die Sprache der Aussagenlogik ist sowohl hin-
sichtlich ihrer Syntax als auch ihrer Semantik eine
sehr einfache Sprache.

Sie bildet jedoch die Grundlage fiur die sehr viel
ausdrucksfahigere und fir die Linguistik bedeut-
samere , die im nachsten Kapitel
behandelt wird. Von daher ist es wichtig, die
Grundlagen der Aussagenlogik zu kennen.
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Syntax der Aussagenlogik: Vokabular

Das des Aussagenkalkils setzt
sich aus folgenden Zeichenklassen zusam-
men :

P, 0, r s, t...

A, Vy =1, =

¢TI Y
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Regel 1:  eine ist eine Formel.

Regel 2:  ist P eine Formel, dann ist auch —P eine
Formel.

Regel 3:  sind P und Q Formeln, dann sind
a. (PAQ)
b. (Pv Q)
[ (Z=40))
ebenfalls Formeln.
Ein Ausdruck ist nur dann eine Formel, wenn er
durch Anwendung der obenstehenden Regeln
konstruiert werden kann.
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Wir kénnen die Aussagenlogik zunéchst als ein

in dem in Kapitel 2. definierten Sinne
auffassen. Ausgehend von einem Inventar von
Grundelementen (dem ) ist durch
Regeln genau festzulegen, welche der aus den
Grundelementen bildbaren Zeichenketten zuléssig
oder * sind und welche nicht.
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Ein wohlgeformter Ausdruck ist eine
Formeln sind:

pAg=r

pA( = r

—pv-QgSqap
Keine Formeln sind:

NCET|

IoA@Aava()Tr

p-qeqAap
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Ableitungsbeispiel:
@ p Regel 1
2 Regel 1

B3 —g Regel 2,

(2)
4 (pra) Regel 3a, (1), (2)
B) —(pAQq) Regel 2, (4)

(6) (gv—a) Regel 3b, (2), (3
@) (A9 =(Qv—-Qq)) Regel 3c, (5)

©)
(

6)
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Syntaxbaum fir den Ausdruck (—=(p A g) = (qv—Qq))

Mathematische und logische Grundlagen der Linguistik
Semantik der Aussagenlogik: Regeln

Semantische Regeln

Regel 1: eine Variable kann die Werte 1 oder O
annehmen.

Regel 2: f(P A Q) = 1 gdw f(P) = 1 und f(Q) = 1,
0 sonst

Regel 3: f(P v Q) = 0 gdw f(P) = 0 und f(Q) = O,
1 sonst

Regel 4: f(P = Q) = 0 gdw f(P) = 1 und f(Q) = O,
1 sonst

Regel 5a:f(=P) = 0, gdw f(P) = 1

Regel 5b:f( —=P) = 1, gdw f(P) = 0
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Semantik der Aussagenlogik: Kompositionalitat

=1 v:l

N

A0 q:0

=1
p:1 q:0 q:0
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Bei der strikten Anwendung der Formationsregeln kénnen
komplizierte Klammeraustriicke entstehen, die man jedoch
vereinfachen kann, wenn man fir die logischen Konstanten
Regeln fur die Reihenfolge der Auswertung definiert, sog.
Bindungsregeln. Es gelten folgende Regeln
— bindet starker als A , d.h. —=p A g ist zu lesen als
(—=p) A~ g und nicht als —(p » q)
A bindet starker als v, d.h. p A g v rist zu lesen als
(pAQ)vrundnichtalsp A (gvr)
v bindet starker als = , d.h. p v g = r ist zu lesen als
(pvg)=rundnichtalspv (qg=r)
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Semantik der Aussagenlogik: Kompositionalitat

Schritte:8 1 5
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Semantik der Aussagenlogik: Tabellen
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Semantik der’ Aussagenlogik: Die wahrheitsfunktionen
Eigenschaften der logischen Konstanten

Es ist nicht der Fall daR P, wobei —P falsch ist wenn P wahr
ist, und wahr, wenn P falsch ist.

Sowohl P als auch Q, wobei P A Q wahr ist gdw sowohl P als
auch Q wabhr sind; andernfalls ist es falsch.

Entweder P oder Q, oder beides, wobei P v Q falsch ist gdw
sowohl P als auch Q falsch ist; andernfalls ist es wahr.

Wenn P dann Q, wobei P = Q falsch ist gdw P wabhr ist und
Q falsch; andernfalls ist es wahr.
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Disjunktion

Sind P und © zwei Aussagen, dann ist die Disjunktion
P v Q eine falsche Aussage genau dann, wenn sowohl
P als auch Q falsch sind. Andernfalls ist sie wabhr.
Wabhrheitstabelle:
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Negation

Ist P eine Aussage, dann ist die Negation —P wahr,
wenn P falsch ist, und falsch, wenn P wahr ist.

Wahrheitstafel:

_|P
f
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Semantik der Aussagenlogik: Die Konjunktion

Konjunktion

Sind P und ©Q zwei Aussagen, dann ist die Konjunktion
P A Q eine wahre Aussage genau dann, wenn sowohl
P als auch Q wabhr ist. Andernfalls ist sie falsch. Dem
entspricht folgende Wahrheitstabelle:
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Semantik der Aussagenlogik: Das Konditional

Konditional (Implikation)

Sind P und ©Q zwei Aussagen, dann ist das Konditional
P — O eine falsche Aussage genau dann, wenn P
wahr und Q falsch sind. Andernfalls ist sie wabhr.

Wahrheitstabelle:
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koénnen auch aus mehr als zwei
Aussagen bestehen. Man kann sich solche komplexen
Ausdriicke aus Aussagen und einfachen Aussagenver-
bindungen zusammengesetzt denken.

Wir haben z.B. formuliert: wenn P und ©Q Aussagen sind,
dann ist auch P = Q eine Aussage. Eine
Aussagenverbindung ist eine Aussage.

Man hat damit gleich eine fur komplexe
Aussagenverbindungen. P = Q bleibt eine Aussage, auch
wenn man P oder Q durch beliebige Aussagenverbindungen
ersetzt.
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Um den Bezug der Funktoren eindeutig zu machen, miissen
die substituierten Aussagenverbindung eingeklammert
werden.

Ersetzt man z.B. g in p = g durch g v r, erhélt man die
komplexe Aussagenverbindung p = (q v 1).

Wie wir gesehen haben gibt es jedoch bestimmte
Konventionen fur die Bindekraft der Funktoren

— > A > v > =, d.h. - bindet am starksten, = am
schwachsten.

Unter dieser Voraussetzung kann der Ausdruck auch als
p = g v r geschrieben werden.
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Schritte
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Tlautelogie und Kontradition: Kontradiktion

Eine Aussagenverbindung ist eine Kontra-diktion,
wenn sie unter allen Interpreta-tionen falsch ist.

Der folgende Satz eine Kontradiktion:

Hans ist ehrlich und unehrlich.
pA—p
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Fiur komplexe Aussagenverbindungen gelten somit die gleichen
Wahrheitsbedingungen wie fir einfache Aussagenverbin-
dungen.

Die Aussage p — (g v r) ist nach der Definition des Kon-
ditionals nur dann falsch, wenn p wabhr ist und g v r falsch.

Die Aussage q v r wiederum ist dann falsch, wenn sowohl g als
auch r falsch ist. Folglich ist p = (g v r) genau dann falsch,
wenn p wahr ist und g und r falsch.

Durch schrittweise Anwendung der Wahrheitsfunktionen fir die
einzelnen Funktoren (z.B. mithilfe der Wahrheitstabellen)
lassen sich die Wahrheitswerte von komplexen Aussagen-
verbindungen berechnen.
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Tlautelogie und Kontradition: Tautologie

Eine Aussagenverbindung ist eine Tautologie,
wenn sie unter allen Interpretationen wahr ist.

Eine einfache Tautologie ist z.B.
Es ist nicht der Fall, daR Hans dumm ist und nicht
dumm ist.
=(p A —p)
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Trautelogie und Kontradition: Kontingenz

Aussagenverbindungen, die weder tautolo-gisch
noch kontradiktorisch sind, heiRen oder
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Tlautelogie und Kontradition: Schliisse Tlautelogie und Kontradition: Schltisse

Pramissen: Setzen wir
Entweder zahlt die Regierung Losegeld, oder die p = Die Regierung zahlt Losegeld und
Terroristen werden ihre Opfer téten g = Die Terroristen werden ihre Opfer téten,

Die Regierung wird jedoch kein Lésegeld zahlen dann hat die_ erste Pramisse die Form p v g,
Konklusion: die zweite die Form —p.
Die Konklusion soll aus der Konjunktion der Pramissen
folgen, d.h. aus (p v g) A —p.

Der gesamte Schlufl wird also durch die folgende Aussagen-
verbindung dargestellt:

(Pva)A—-p=q

Folglich werden die Terroristen ihre Opfer toten.
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Was geschieht nun aber, wenn wir die zweite Pramisse und
die Konklusion jeweils durch ihre Negation ersetzen, d.h.
durch Die Regierung wird Lésegeld zahlen bzw. Die
Terroristen werden ihre Opfer nicht toten?
v g A p = -q
W W W f w
Schritte 1 Wt i wi
W W f f w
fof
2

Schritte 5

f w f
6 74
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|_ogische Agquivalenz |_ogische Aguivalenz

Verschiedene aussagenlogische Formeln kénnen hin-
sichtlich ihres wahrheitsfunktionalen Verhaltens mitein-
ander verglichen werden. Dabei interessieren vor allem
solche Ausdriicke, die unter den gleichen Bedingungen
wahr oder falsch sind. Solche Ausdriicke heiRen

Zwei aussagenlogische Formeln P und ©Q heiBen
logisch &aquivalent (symbolisch: P = Q) genau
dann, wenn sie unter den gleichen Bedingungen

wahr oder falsch sind, d.h. wenn sie fir jede
konsistente Bewertung ihrer Elementaraussagen
stets den gleichen Wahrheitswert haben.
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Aquivalente Formeln haben die gleichen Wahr-
heitstafeln. Die Aquivalenz setzt normalerweise voraus,
dal die Formeln aus den gleichen elementaren
Aussagen zusammengesetzt sind.

Mit konsistenter Bewertung ist gemeint, daf3 in beiden
Formeln einer Elementaraussage nicht verschiedene
Wahrheitswerte zugewiesen werden dirfen.
Beispielsweise sind die Ausdricke —(p v ) und
—p A —q logisch A&quivalent, d.h. es qilt
—(p v @) =—p A —g. Der Nachweis erfolgt durch Berech-
nung der Wahrheitstafeln.
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Aquivalenzen zwischen Ausdriicken lassen sich auch per
Definition einfiihren, wobei jedoch gleichzeitig zusatzliche
syntaktische Mittel eingefuhrt  werden. Beispiel:
Wenn p dann g, und wenn g dann p: p = g A g = p.

=

w
w
f

w
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|_ogische Aguivalenz

Diese Formel ist genau dann wahr, wenn die elementaren
Teilaussagen jeweils den gleichen Wahrheitswert aufweisen.
Man kann sie als eigenstéandige Wahrheits-funktion zu
betrachten und durch einen eigenen Funktor < zu
bezeichnen.

Das Bikonditional ist definiert durch:
PoQeP=>QAQ=P

Sind P und Q logische Formeln, so ist das Bikonditional

P < Q eine wahre Aussage, wenn P und Q den gleichen

Wahrheitswert haben, andernfalls ist es eine falsche

Aussage.




